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Resumo. Neste trabalho desenvolveu-se um programa que pudesse ser utilizado na sala de
aula como material didatico. O assunto é a Analise Matricial de Estrutura, a dificuldade de se
manipular matrizes grandes na mao abre espaco para programas computacionais. O MATLAB
foi escolhido porque viabiliza de forma simples o entendimento da metodologia, assim como a
manipulacdo da algebra matricial. A partir de um exemplo mostraremos a metodologia e 0s
resultados consistentes da aplicacéo.

Introducéo

Durante o curso de Teoria de Estruturas depara-se com estruturas que ndo podem ser
resolvidas apenas com as equacOes de equilibrio da estatica, por exemplo as estruturas
hiperestaticas possuem mais incognitas do que equacdes de equilibrio, sendo necessarias outras
maneiras para obté-las. Para se resolver as incognitas da estrutura existem duas metodologias,
0 metodo dos esforcos e dos deslocamentos, onde as incognitas referem-se aos esforcos,
reativos e/ou solicitantes e os deslocamentos, respectivamente. Atualmente o método dos
deslocamentos se impde face a facilidade de implementacdo computacional, destacando-se a
Anélise Matricial de Estruturas, aplicada as estruturas reticuladas constituidas por barras, sua
aplicacdo é abrangente incluindo diversas estruturas como vigas, trelicas, porticos e grelhas.
Neste caso, a incognita basica do problema séo os deslocamentos dos nés. O estudo prévio que
existe sobre a teoria das barras nos permite calcular outras informaces como os esforcos das
extremidades, esforcos internos solicitantes e deformacfes ao longo da barra. O estudo das
teorias das barras ligada a Analise Matricial de Estruturas ja se encontram desenvolvidas ha
muito tempo, porém a manipulacdo de grandes dados sem o advento do computador tornava 0s
calculos inviaveis. Assim se utilizou no passado de outros métodos de analise como o método
da equacdo dos trés momentos, método de Cross e que apesar de serem simplificados ainda
exigiam grandes célculos. Estes modelos ndo devem ser rejeitados e esquecidos ainda
constituem um papel importante na formacao de um engenheiro de estruturas, pois exige uma
capacidade de compreensdo do comportamento das estruturas, logo ambos os métodos tém a
sua importancia. A Andlise Matricial se destaca pela sua facilidade de implementacéo
computacional, a larga difusdo de computadores no dia-a-dia nos induz a criar cada vez mais
métodos computacionais e enquanto modelos classicos buscam simplificar o problema, a
analise matricial é condicionada a maximizar o nimero de incognitas.

O software escolhido para desenvolver o estudo foi 0 Matlab (Matrix Laboratory) que
possui uma biblioteca ampla de mddulos para processamento de dados, uma colecdo de
ferramentas graficas e uma interface grafica que sera utilizada no programa desenvolvido. No
entanto, sua maior contribuicao esta na possibilidade de criacdo, manipulacdo e visualizacdo de
matrizes e vetores assim sua utilizacdo é conveniente para a resolucdo da AME (Analise
Matricial de Estruturas) que é formado por matrizes e vetores.

Escolhido o software e dominado a teoria, pensou-se em como tornar a resolucéo
didatica para alunos, assim apesar de haver uma automatizacdo no processo de solucdo do
problema conseguiriamos ndo so revelar o resultado final, como também visualizar o passo a
passo. A ideia foi utilizar uma interface gréafica e mostrar partes da resolugéo do problema assim
o0 aluno ndo necessita saber tudo que esta nos cddigos, mas entende o raciocinio. Existem outras
ferramentas que contribuem para essa automagdo do processo da Analise Matricial, como
planilhas no Excel que serviram de comparacéo. Outra ferramenta mais conhecida que trabalha



com Analise Matricial é o Ftool, software que também serd utilizado para se comparar
resultados.

Material e Métodos

O material utilizado principalmente foi a apostila de Analise Matricial de Estrutura do
professor Edgard S. Almeida Neto e Henrique de Britto (2016), este contém uma explicacdo
sobre a diferenca entre a resolucgdo de estruturas pelo método dos esfor¢os e dos deslocamentos,
além disso, apresentam exemplos resolvidos de estruturas como vigas continuas, trelicas e
porticos.

No MATLAB utilizou-se a ferramenta GUI (Graphical User Interface) para criar uma
interface grafica que permitisse a entrada de dados e visualizacdo das respostas. Foram criado
dois programas: um para trelicas e outra para porticos ambos planos. O primeiro que
apresentaremos é o de trelicas. A figura 1 € a interface criada para o aplicativo.
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Figura 1 - Interface gréafica

A figura 2 apresenta parte em que criaremos a estrutura com o namero de barras, graus
de liberdade do nds e graus de liberdade livres dos nos.
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Figura 2 - Criagéo da estrutura



Na figura 3 entraremos com os dados de cada barra de sua estrutura, estes sao
comprimento, area da secdo transversal, modulo de elasticidade, &ngulo formado com a
horizontal além dos graus de liberdade. Deve se tomar cuidado na hora de nimerar os graus de
liberdade de uma estrutura, para o método escolhido os graus de liberdade livres devem ser
ndmerados primeiro.

Figura 3- Entrada de dados

No programa para o célculo da trelica a matriz de rigidez da barra no sistema local que
é a matriz [k] 4xs @ SUa Ordem ¢ 4 x 4 porque cada né apresenta dois graus de liberdade e sdo 2
ndés em cada barra. A matriz de rotacdo [T] é a matriz transforma a matriz do sistema local para
0 global.

EA 0 - EA 0 cosa  sena 0 0
¢ !
[IZ]: 0O 0 0 O = —Sena  Cosa 0 0
_EA 0 EA 0 0 0 cosa  sena
! 1 _
| 0 0 o0 0], 0 0 sena cosa |, ,
Equacgéo 1 Equacéo 2

O espalhamento das matrizes é uma etapa importante da analise que consiste em
distribuir a contribuicdo de cada barra quanto a sua rigidez na matriz da estrutura. A técnica
utilizada € criar uma matriz de suporte que chamamos de L, sua ordem sera de 4 linhas, devido
a dimensdo da matriz de rigidez da barra de uma trelica ser 4x4, e 0 nimero de colunas varia
de acordo com o namero de graus de liberdade. Para completarmos a matriz utilizaremos O e 1,
colocaremos 1 de acordo com a incidéncia de cada barra.

Exemplo:

Uma estrutura com 8 graus de liberdade e com a incidéncia da barra da figura 4, teremos
uma matriz L do tipo 4x8 mostrado na figura 5.

Incidéncia = [125 4]

Figura 4 - Incidéncia da barra
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Figura5 - Matriz L

Na figura 6 tem se o codigo onde se utiliza a matriz L. A sua aplicacdo, para o
espalhamento ser feito multiplicando a matriz transposta L, pela rigidez da matriz e pela matriz
L, assim teremos a contribuicdo da barra na estrutura. Além disso, temos na linha 312 do cédigo
a transformacédo da matriz da rigidez local para a global.

1904

s L =zerosi4, N

6

w7 - LI, X_1nicial) = 1;

W8 - LiZ2,Y_inicial) « 1;

a9 - L3, X_final) = 1;

e - Lid4,Y final) = 1;

m

12 kbarraglobal = T'skbarralocalsT;

413

s = L 'skbarraglobalsL;

"e

Figura 6 - Cédigo da Matriz

Na figura 7 h& a matriz de rigidez das barras e a da estrutura, onde podemos vizualizar
a matriz de rigidez de todas as barras no sistema local e no global, além disso podemos
observar o espalhamento das matrizes.
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Figura 7- Matriz de Rigidez das Barras e da Estrutura

As figuras 8 e 9 sdo configuradas para introduzir dados do problema, possiveis
deslocamentos impostos e a forcas aplicadas nos nos.
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Figura 9 - Vetor Forga

Na figura 10 serdo apresentados os resultados do nosso problema, os deslocamentos dos
nos livres, as reacBes nos apoios e ainda se obtém as forcas locais em cada barra. Para se
resolver o problema utilizamos a equacao 3, onde discretizamos os esforgos, a matriz de rigidez
da estrutura e os deslocamentos em graus de liberdade livres e bloqueados. Resolvendo a
multiplicacdo das matrizes poderemos calcular a incognita do nosso problema o U, que séo 0s
deslocamentos do nos livres , para posteriormente calcular o Fz que sao as reacdes nos apoios.
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Figura 10 - Resultados

F K K U
{F}:[K].{U} => FL — kLL kLB . UL

~B - BL - BB ~B
Equacéo 3



FL = KLLX UL => UL == KL_Ll XFL
Equacéo 4

FB = KBL X UL
Equacdo 5

Para o célculo dos esforgos nas barras, fazemos o processo inverso. Onde precisamos
transformar os resultados da estrutura para as barras. Para isso no cddigo utilizamos matrizes
3D que armazenaram os graus de liberdade de cada barra para facilitar. Calcular os esforgos no
sistema local facilita a construgédo dos diagramas de esforgos solicitantes.

Resultados e Discussao

Demonstraremos o funcionamento do programa com um exemplo e compararemos 0s
resultados com uma planilha Excel e com o ftool.
Exemplo: Para a trelica plana da figura 10, cuja discretizacéo € apresentada na figura
11, determinar as reacdes de apoios e 0s deslocamentos dos nos livres.

Dados:  Apupos = 7x107* m?; Epypos = 200 GPa;

Barra 1: Ly = 3,605 m; ayp = 123,69°
Barra 2: Lgp = 2,828 m; agp = 45°
Barra3:Lep =5m; acp = 0°

Barra 4: Ly, = 3,605m; ag, = 146,31°
Barra 5:Lgg = 3,605 m; agy = 33.69°
Barra 6:Lg; = 4m; age = 90°

Figura 11 - Trelica Plana

Na figura 12 determinamos os graus de liberdade livres e bloqueados, em cada n6 da
trelica ha dois graus de liberdade, sendo translacdo horizontal e vertical. A as numeragdes
comecam a partir dos graus de liberdade livres, depois os bloqueados. Além disso, é



determinado a incidéncia de cada barra, e isto determinara o angulo que cada uma das barras
forma com o eixo horizontal.
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Figura 12 - Trelica com graus de liberdade e incidéncias

O passo seguinte é criar a estrutura no programa e introduzir as informacgdes de cada
barra. Na figura 13, carregamos todas as barras, e podemos ver a matriz de rigidez das barras e
da estrutura. Introduzimos a Unica forca externa atuante na barra e para posteriormente calcular
as incognitas.
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Figura 13 - Programa completo com os dados do exemplo

Os resultados encontrados sdao comparados com a planilha de com o Ftool (figura 14) e
a planilha de Excel (Figura 15).
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Figura 14 - Ftool - Deslocamento do n6 A
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Figura 15 -Dados

Figura 16 - Matriz de rigidez da estrutura
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Figura 17 - Resultados



Percebe-se nas tabelas 1 e 2 que o Matlab e o Excel apresentam 0os mesmos resultados,
enquanto que o Ftool, o erro acontece apenas na 3° e 4° casa decimal, resquicios de um
aproximacao ao introduzirmos os dados no MatLab e no Excel.

Tabela 1 - Deslocamentos

U (mm) MatLab Ftool Excel
Us 1.860 1.860 1.860
U, -6.277 -6.278 -6.277
Us -13.095  -13.100  -13.095
Us -4.417 -4.418 -4.417

Tabela 2 - Esforgos

F (kN) MatLab Ftool Excel
Fs 99.9997 100.0000  99.9997
Fe 0.0000 0.0000 0.0000

Fz 162.5002 162.5000 162.5002
Fs 108.3332 108.3333 108.3332
Fo 62.5004 62.5000 62.5004
Fio 41.6668 41.6667 41.6668

Demonstramos o uso do programa de trelicas, na figura 17 podemos ver o programa de
porticos, o seu cddigo € similar, existem algumas alteracdes como a matriz de rigidez das barras,
como temos 3 graus de liberdade em cada nds, sua matriz sera de 6x6 como na equacéo 6, além
da matriz de rotacéo que também se altera como esta descrito na equacao 7.

Figure 18 - Programa de Portico
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Equacdo 6 - Matriz de Rigidez do Portico

[ cosa  sena 0 0 0
—Sena  COS« 0 0 0
0 0 1 0 0
[r]=
0 0 0 cosa sena
0 0 0 —-Sena  CoSa
0

0 0 0 0
Equacdo 7 - Matriz de Rotagéo do Pdrtico
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Conclusao

Os programas desenvolvidos com o MATLAB sdo muito praticos. O ftool € um
programa pratica, com uma interface grafica muito simples e eficiente, porém ndo conseguimos
visualizar a metodologia implementada no programa, a contribui¢do da rigidez de cada barra
na estrutura. Enquanto o Excel é sugerido por ser um programa conhecido e utilizado no dia-a-
dia, mas quando pensamos em calculos estruturais grandes, a necessidade de se fazer
espelhamento da estrutura célula por célula torna a planilha lenta, assim o programa do
MATLAB se destaca. O programa em si, ainda pode ser complementado, onde mais etapas do
processo podem ser exibidas para o usuario quando estiver utilizando a interface grafica.
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